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Резюме: В статията се предлага използване-
то на актюерски модели за оценка на потен-
циалните загуби от възникване на природни 
бедствия на общинско ниво. Представят се 
специфичните особености на индивидуалния 
модел на риска и на колективния модел на 
риска. Дават се формули за изчисляване на 
математическото очакване и дисперсията 
на общите загуби при двата модела.

Ключови думи: актюерски модели, индиви-
дуален модел на риска, колективен модел на 
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1. Увод

В наши дни непрекъснато се увеличава 
негативното влияние на природните 
бедствия върху устойчивото разви-

тие на обществото и качеството на жи-
вот [1]. В тази връзка трябва да се отбе-
лежи, че изследванията на специалистите и 
натрупаните статистически данни показ-
ват по-висок ръст по отношение големина-

та на загубите от природните бедствия в 
сравнение с техния брой за определен пе-
риод от време [2,3]. Установено е, че клю-
чова тежест в размера на загубите имат 
не големите природни бедствия, а малките 
неблагоприятни природни явления. Това е 
обусловено от факта, че катастрофичните 
бедствия имат висока единична стойност 
на загубите, но стават твърде рядко. От 
друга страна, често се случват природни 
бедствия с неголям мащаб на въздействие, 
но общата им загуба (сумата от отделни-
те загуби) е огромна.

Икономическите аспекти на природни-
те бедствия не се свеждат само до при-
чинените от тях преки и косвени загуби. 
Огромни разходи се изискват на държавно 
и общинско ниво за гарантиране нормална-
та дейност на системите за противодей-
ствие на отрицателните последствия при 
възникване на природни бедствия. Необхо-
дими са средства за превантивни мерки по 
предотвратяване на природните бедствия 
и намаляване възможните загуби от тях, 
както и за аварийно-спасителни и други не-
отложни работи в хода на ликвидацията на 
последствията.

Географските особености и икономическото 
състояние предопределят високата уязви-
мост на нашата страна към различни по ха-
рактер природни бедствия, които могат да 
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предизвикват значителни човешки, екологич-
ни и материални загуби. Поради това е необ-
ходимо провеждането на задълбочени научни 
изследвания и анализи, които да доведат до 
предлагането на интегрирани подходи за ця-
лостно оценяване на потенциалните загуби 
при възникване на природни бедствия.

Трябва да се подчертае, че наличието на 
адекватна оценка за потенциалните общи 
загуби от природни бедствия на общинско 
ниво ще подпомогне вземането на по-инфор-
мирани решения за ефективно планиране и 
използване на ограничените средства от об-
щинския бюджет за дейности в извънредни 
ситуации.

Цел на настоящата статия е да предложи 
подход на базата на актюерски модели за 
оценка на загубите от природни бедствия 
на общинско ниво. Представят се особено-
стите на индивидуалния модел на риска и на 
колективния модел на риска и се посочват 
възможностите за тяхното реално прило-
жение.

2. Особености на индивидуалния 
и колективния модел на риска, 
използвани в актюерството

Общата загуба от цялото количество 
застрахователни полици е сумата 

от всички претърпени загуби. Тази загуба 
може да се моделира с два подхода: инди-
видуален модел на риска и колективен мо-
дел на риска [4].

При индивидуалния модел на риска об-
щата загуба представлява сума от загуби-
те, породени от всички застрахователни 
полици [5]:

S = X1 + X2 + ... + Xn (1)

където:
S е общата загуба;
n – броят на наблюдаваните (отчитаните в 
модела) застрахователни полици;
Xi – загубата от i-тата застрахователна 
полица, i = 1, ... n.

Предполага се, че загубите Xi от всяка една 
полица са независими и еднакво разпределе-
ни случайни величини (iid), както случайната 
величина X.

Така в индивидуалния модел на риска промен-
ливата S представлява сума от n iid случайни 
величини, където n е фиксирано число. Стой-
ността на Xi е нула, когато няма загуби от 
застрахователната полица i.

При колективния модел на риска общата 
загуба се изчислява, както следва [5].

S = X1 + X2 + ... + XN (2)

където:
S е случайна величина за общата загуба, удо-
влетворяваща условията за съставно раз-
пределение;
N – броят на загубите от наблюдаваните (от-
читаните в модела) застрахователни полици;
Xj – размерът на j-та загуба при j = 1, ..., N.

Общата загуба е нулева, S = 0, ако N = 0.

Според дефиницията S има съставно раз-
пределение (compound distribution), ако Xj, 
j = 1, ..., N са независими и еднакво разпреде-
лени, цели неотрицателни случайни величини 
като всяка е разпределена, както X и ако 
променливата N е също цяла неотрицателна 
случайна величина, която е независима с ве-
личините Xj, j = 1, ..., N.

Разпределението на N се нарича първично 
разпределение, а разпределението на X – 
вторично разпределение.
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Необходимо е да се подчертае, че в 
уравнение (1) величината Xi  е размер на 
загубата (може да е нула) от i-тата за-
страхователна полица, докато в уравне-
ние (2) величината 

 
Xj е размер на j-та 

загуба.

Разглеждането на агрегираните (1) и (2) 
модели на риска има смисъл, защото по 
този начин може да се отчете влияни-
ето в общите загуби, както на често-
тата, така и на размера на загубите 
по отделните застрахователни полици. 
Например, разширяването на застра-
хователния бизнес може да има влияние 
върху честотата, но не и върху тежест-
та на иска. От друга страна, контролът 
на разходите (или нарастването на об-
щите разходи) и иновациите в областта 
на технологиите могат да влияят върху 
тежестта на иска, но без да имат ефект 
върху честота на иска. Освен това, раз-
личните застрахователни събития могат 
да въздействат по различен начин върху 
разпределенията на исковата честота и 
исковата тежест.

При оценка на общите загубите от при-
родни бедствия на общинско ниво посо-
чените актюерски модели могат да се 
използват по следния начин:

Загубите •	 Xi в индивидуалния модел на 
риска могат да се отнасят например за 
месечните загуби от определен вид при-
родно бедствие, в случая i = 1, ... 12. Ако 
за някой месец няма загуби от разглежда-
ното бедствие, съответното Xi  е нула.

Загубите •	 Xj в колективния модел на 
риска могат да се отнасят например за 
реалните загуби, поради случването на 
различни природни бедствия (по месеци 
или по години). Броят на реално възник-
налите природни бедствия N е неопреде-
лен, т.е. N е случайна величина.

3. Индивидуален модел на риска

Основното уравнение на индивидуалния 
модел на риска (1) определя общата за-

губа S като сума от n независими и еднакво 
разпределени дискретни случайни величини, 
всяка разпределена като X, поради това ма-
тематическото очакване и дисперсията на 
S се дават със следните формули:

ES =    EXi = nEXΣ
n

i = 1
  и  DS =    DXi = nDXΣ

n

i = 1
 (3)

Следователно, за да се изчислят матема-
тическото очакване и дисперсията на S, е 
необходимо да се знаят математическото 
очакване и дисперсията на X.

Нека вероятността да има загуба е θ, а ве-
роятността да няма загуба е 1 - θ. Приема 
се, че ако има загуба, то тя е с размер Y. 
Параметърът Y е положителна непрекъсна-
та случайна величина с математическото 
очакване μY и дисперсия σ2

Y. От тук следва, 
че X = Y с вероятност θ и X = 0 с вероят-
ност 1 - θ. Тогава величината X може да се 
запише във вида:

X = IY, (4)

където:
I е индикаторна случайна величина (тип Бер-
нули), която е независимо разпредена спрямо 
Y, така че

I = 
0, с вероятност 1 - θ

1, с вероятност θ



  

. (5)

Следователно, математическото очакване 
на X е

EX = EI.EY = θ.μY , (6)

Дисперсията на X се изчислява по формулата:

DX = D(I.Y) = (EY)2.DI + E(I2).DY =  
= μ2

Y.θ.(1 - θ) + θ.σ2
Y . (7)
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За математическото очакване и дисперсия-
та на S след заместване на изразите (6) и (7) 
в уравнение (3) се получава

ES = n.θ.μY  и DS = n.(μ2
Y.θ.(1 - θ) + θ. σ2

Y). (8)

3.1. Точно разпределение  
с използване на конволюция

Основната техника за изчисляване на точ-
ното разпределение на сумата от незави-
сими случайни величини е конволюцията 
(convolution).

В случая се разглежда конволюция на сума 
от дискретни неотрицателни случайни ве-
личини.

Първо се показва простият случай, при кой-
то N има изродено разпределение, приемай-
ки стойност n с вероятност 1. По този на-
чин S е сума от n елемента Xi, където n е 
фиксирано число.

Нека n = 2, така че S = X1 + X2. Тогава за веро-
ятностната функцията (probability function, 
pf) на случайната величина S се получава

fS(s) = P(X1 + X2 = s) =     P(X1 = x, X2 = s-x)Σ
s

x = 1
. (9)

Уравнение (9) за вероятностната функция-
та на S, fS(s) се дава и във вида

fS(s) =      fX1
(s - x2).fX2

(x2) =      fX2
(s - x1).fX1

(x1)Σ
x1, s - x1 = 0

Σ
x2, s - x2 = 0

.     (10)

Когато X1 и X2 са неотрицателни величини, 
уравнението (10) може да се презапише за 
S = 0, 1, ..., както следва

fS(s) =      fX1
(s - x2).fX2

(x2) =      fX2
(s - x1).fX1

(x1)Σ
x2 = 0

s

Σ
x1 = 0

s

.  (11)

Вероятностната функция fS(s), изчислена 
чрез изразите (10) или (11) е конволюция на 
вероятностните функции fX1

(.) и fX2
(,).

За вероятностната функция fS(s) е в сила за-
висимостта

fS(s) = (fX2
* f

X1
)(s) = (fX1

* f
X2

)(s), (12)

която показва, че конволюциите са комута-
тивни.

Понеже вероятностните функции на X1 и X2 
са fX(.), и X1 и X2 са независими, то уравнение 
(11) за вероятностната функция fS(s) може 
да се запише във вида

fS(s) =     fX(s). f
X(s - x)Σ

x = 0

s

. (13)

Следователно, функция fS(s), изразена като 
2-кратна конволюция на fX(.) е

fS(s) = fX1+X2
(s) = (fX* f

X)(s) = fX
*2(.) . (14)

Конволюциите могат да се оценяват рекур-
сивно. Когато n = 3, то 3-кратната конво-
люция се описва с

f
X1+X2+X3

(s) = (fX1+X2
* f

X3
)(s) = (fX1

* f
X2

* f
X3

)(s) = 

= (fX* f
X* f

X)(s)= fX
*3(.) . (15)

Уравнението (12) е в сила за Xi, i = 1, ..., n, 
които са еднакво разпределени както X. 
За n ≥ 2, вероятностната функция на S е 
конволюцията (fX* f

X ... * f
X)(.) с n елемен-

та fX и се означава с fX
*n(.).

Следователно, за n-кратна конволюция може 
да се изчисли, както следва

fS(s) = fX
*n(s) =      fX

*(n-1)(s - x). fX(x) = Σ
x = 0

s

=      fX(s - x). fX
*(n-1)(x)Σ

x = 0

s

 . (16)
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3.2. Апроксимация  
на индивидуалния модел на риска

Общата загуба (1), която е сума от n не-
зависими и еднакво разпределени случайни 
величини Xi има приблизително нормално 
разпределение по силата на Централната 
гранична теорема, когато n е достатъчно 
голямо число.

Една апроксимация на функцията на раз-
пределение (density function, df) на S, FS(s) 
може да се изчисли с използване на мате-
матическото очакване и дисперсията на S, 
определени с уравнения (3), (6) и (7), както 
следва:

FS(s) = P(S ≤ s) = P                ≤                ≅ 
                             
                             
                             

S - ES
√
−−−D−−S

s - ES
√
−−−D−−S

≅  P  Z ≤                = Ф
                 
                 
                 

s - ES
√
−−−D−−S

          
          
          

s - ES
√
−−−D−−S

 . (17)

Нормалното разпределение на общия риск S 
е в сила, дори когато индивидуалните ри-
скове Xi не са еднакво разпределени.

4. Колективен модел на риска

Колективният модел на риска (2) опре-
деля общата загуба S като сума на N 

загуби, които са независими и еднакво раз-
пределени случайни величини, както про-
менлива X. По този начин, случайната про-
менлива S следва съставно разпределение, 
за което N е първичното, а X вторичното 
разпределение.

В настоящото разглеждане първичното и 
вторичното разпределения се определят 
от неотрицателни дискретни случайни 
величини.

4.1. Свойства на съставното  
разпределение

Моментната функция (функцията, гене-
рираща момент; moment generating function, 
mgf) на X, означавана с MX(t), е функция на t 
и се дефинира както следва:

MX(t) = E(etX) , (18)

когато математическото очакване съ-
ществува. Ако функцията MX(t) съществу-
ва за t в отворен интервал около t = 0, то 
моментите на X съществуват и могат 
се получат чрез последователно диферен-
циране на функция MX(t) по отношение на 
t и изчисляване на резултата в t = 0. За 
r-тата производна на MX(t) е в сила зави-
симостта:

Mr
X(t) =               =       E(etX) =

drMX(t)
dtr

dr

dtr

= E [      ] (etX) = E(XretX)
dr

dtr  . (19)

В точката t = 0, стойността на r-тата про-
изводна на MX(t) се получава

Mr
X(0) = E(Xr) = μr', (20)

където по дефиниция r-тият начален мо-
мент на случайната величина X в общия слу-
чай се дава с формулата

E(Xr) =     xi
r. fX1

(xi) = μr'Σ
i = 0

∞

 . (21)

Моментната функция на случайната вели-
чина S (моментната функция на общата 
загуба), представляваща сума от n неза-
висими и еднакво рапределени случайни ве-
личини (S = X1 + X2 + ... + Xn), всяка една 
с моментна функция MX(t), се получава по 
следния начин
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MS(t) = E(etS) = E(et.(X1+X2+ ... +Xn)) =

= E(e(t.X1 + t.X2 + ... + t.Xn)) =

         
         
         
П

i = 1

n

П
i = 1

n

= E       et.Xi   =      E(et.Xi) = [MX(t)]n . (22)

Трябва да се подчертае важното свойство 
на моментната функция (mgf) да дефинира 
еднозначно разпределението на случайната 
величина. По-конкретно, ако две случай-
ни величини имат едни и същи моментни 
функции, то техните разпределения са 
идентични.

Ако X е случайна величина, която приема 
само цели неотрицателни стойности, то 
за тази величина може да се дефинира т.н. 
функция за генериране на вероятност 
(probability generating function, pgf) на X, от-
белязвана с PX(t), както следва

PX(t) = E(tX) , (23)

ако математическото очакване съществува. 
Моментната функция (mgf) и функцията за 
генериране вероятност (pgf) на случайната 
величина X, са свързани чрез уравненията:

MX(t) = PX(et) (24)

и

PX(t) = MX(logt) . (25)

Ако е дадена функцията за генериране ве-
роятност (pgf), PX(t) на случайната величи-
на X, то може да се получи съответната 
вероятностна функция (pf), fX(r):

fX(r) =
Pr

X(0)
r!

 . (26)

Общите загуби S, описани с колективния 
модел (2), удовлетворяват условията и из-
водите на следващата теорема.

Теорема. Нека S е съставнo разпределение. 
Ако първичното разпределение N има мо-
ментна функция MN(t) и вторичното разпре-
деление X има моментна функция MX(t), то 
моментната функция за S, e

MS(t) = MN[logMX(t)], (27)

където S = X1 + X2 + ... + XN. Променливите 
Xi, i = 1, ..., N са независими и еднакво раз-
пределени случайни величини, както промен-
ливата X и всяка Xi има моментна функция 
MX(t).

Ако случайната величина N има функция за 
генериране вероятност, PN(t) и X е цяла не-
отрицателна случайна величина с функция за 
генериране вероятност, PX(t), то функция-
та за генериране вероятност на S е

PS(t) = PN[PX(t)] (28)

Математическото очакване на случайната 
величина за общите загуби S се изчислява по 
следния начин

ES = E[E(S|N)] = E[E(X1 + ... + XN|N)] = 

= E[E(N.X)|N] = 

= E[E(N|N)E(X|N)] = 

= E[N.E(X)] =

= E(N.μX
) = μXE(N) = μNμX , (29)

където EN = μN и EX = μX

Дисперсията на случайната величина за об-
щите загуби S се определя с използване след-
ните зависимости и условието за независи-
мост между случайните величини N и X

D(S) = E(S2) - (ES)2 и E(S2) = 

= E[E(S2|N)] (30)



Статии

31

E(X|N) = EX и D(X|N) = DX (31)

D(S|N) = E(S2|N) - [E(S|N)]2 

и E(S2|N) = D(S|N) + [E(S|N)]2 (32)

Дисперсията на общите загуби S се получа-
ва с отчитане на уравнения (30)-(32), както 
следва

D(S) = E(S2) - (ES)2 =

= E[E(S2|N)] - (ES)2 =

= E[D(S|N) + (E(S|N))]2 - (ES)2 =

= E[D(S|N) + D[E(S|N)] =

= E[D(X1 + ... + XN|N)] + D[E(X1 + ... + XN|N)] = 

= E[ND(X|N)] + D[NE(X|N)] =

= E(N.σ2
X
) + D(N.μX

) = 

= σ2
XE(N) + μXD(N) =

= μX.σ
2
X + σ

2
N.μ

2
X , (33)

където DN = σ2
N и DX = σ2

X.

Нека се разгледа съвместно разпределение, 
в което първичното разпределение за N има 
вероятностна функция fN(.). При използване 
на общия закон за вероятностите, за съв-
местно разпределение S се получава следна-
та вероятностна функция

fS(s) =    P(X1 + ... + XN = s|N = n). fN(n) =Σ
n = 1

∞

=    P(X1 + ... + Xn = s). fN(n)Σ
n = 0

∞

 , (34)

в която членът P(X1 + ... + Xn = s) може да се 
изчисли като n-кратна конволюция на fX(.). 

Обаче, оценката на конволюция обикновено 
е доста сложна при голямо n.

4.2. Апроксимация на колективния модел 
на риска

При индивидуалния модел на риска, ако бро-
ят на полиците n е голямo число, то по 
силата на Централната гранична теорема 
случайната променлива за общата загуба S 
е приблизително нормално разпределена. В 
случая на колективния модел на риска про-
блемът е по-сложен, понеже броят на су-
миране елементи (исковете) N в общата 
загуба S е случайна величина. Въпреки това, 
ако средният брой на исковете е голям, то 
може да се предполага удовлетворяване на 
условията за нормално разпределение. Така, 
с използвате на уравненията за матема-
тическото очакване (29) и дисперсията 
(33) на случайната величина S, може да се 
апроксимира функцията на разпределение 
на S по аналогичен начин, както при инди-
видуалния модел на риска:

FS(s) = P(S ≤ s) = P                ≤                ≅ 
                             
                             
                             

S - ES
√
−−−D−−S

s - ES
√
−−−D−−S

≅  P  Z ≤                = Ф
                 
                 
                 

s - ES
√
−−−D−−S

          
          
          

s - ES
√
−−−D−−S

 . (17=35)

5. Заключение

В статията се обсъждат особеностите 
на индивидуалния риск и колективни 

модели за анализ на риска по отношение 
оценката на общите загуби. Предлага се и 
двата модела да се използват от общин-
ските власти за оценка на потенциалните 
разходи от възникване на природни бед-
ствия и ефективно преразпределение на 
наличните средства.
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