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Динамичен детерминиран факторен 
анализ по усреднения метод на 
верижните замествания

*	 Веселин Митев е доктор, доцент в катедра „Икономика и управление“ на МГУ „Св. Иван Рилски“ – София.

Веселин Митев* 1 

Резюме: В настоящата статия e 

представена приложимостта на усред-

нения метод на верижните замества-

ния за извършване на динамичен детер-

миниран факторен анализ. Усредненият 

метод на верижните замествания е 

единственият универсален и точен ме-

тод на детерминиран факторен анализ 

на кратни факторни модели, а също 

така и на факторни модели, съдържащи 

кратен елемент. В статията е пред-

ставена систематизация в табличен 

вид на изведените от автора стари 

и нови математически изрази за коли-

чествено определяне на индивидуални-

те факторни влияния на участващите 

факторни променливи върху измене-

нието на резултативния показател за 

всички видове детерминирани фактор-

ни модели, съдържащи до четири броя 

факторни променливи. Целта на насто-

ящата статия е да се разкрият прило-

жимостта и точността на усреднения 

метод на верижните замествания за 

нуждите на динамичния детерминиран 
факторен анализ.

Ключови думи: количествени 
методи, динамичен детерминиран 
факторен анализ, усреднен метод на 
верижните замествания.

JEL: C38, C58.

Въведение

Изследването на икономическите 
явления, процеси и резултати е 

невъзможно без приложението на коли-
чествените методи за икономически 
анализ.

На макро и на микроикономическо 
равнище са описани множество иконо-
мически модели, представящи връзка-
та между участващите факторни про-
менливи и резултативния показател.

Динамичният детерминиран факто-
рен анализ (ДФА) представлява прило-
жение на методите на ДФА за изслед-
ване на изменението на резултативния 
показател, при което анализираният 
период се разчленява (разделя) на съ-
държащите се в него подпериоди. Това 
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определя важното приложно значение 
на изследване на количественото вли-
яние на изменението на участващите 
факторни променливи (фактори) върху 
изменението на резултативните ико-
номически показатели през анализира-
ния период.

Детерминираният факторен ана-
лиз служи за количествено определяне 
на индивидуалните факторни влияния 
върху абсолютното изменение на из-
следвания резултативен показател при 
математически детерминирани фак-
торни модели. Той се основава на при-
ложението на разработените в иконо-
мическата наука методи на ДФА.

Усъвършенстването на методите 
за ДФА е ключова цел на икономическия 
анализ. Колкото по-точно са опреде-
лени количествените влияния на изме-
нението на факторните променливи 
върху изменението на резултативния 
показател в конкретен математи-
чески модел, толкова по-точни са ре-
зултатите от анализа и качеството 
на взетите управленски решения. Без 
задълбочено и цялостно проучване на 
прякото количествено въздействие на 
изменението на участващите фактори 
върху абсолютното изменение на ре-
зултативния показател през анализи-
раните периоди води до необосновани 
заключения и предприемане на грешни 
управленски решения и действия.

Видовете детерминирани факторни 
модели зависят от вида на математи-
ческата зависимост, описваща връзка-
та между резултативния показател (P) 
и участващите факторни променливи  

(a, b, c, ...) в математически детермини-
ран факторен модел.

В теорията и практиката на ДФА 
са познати следните видове факторни 
модели:

	y адитивни или разликови – при тях ре-
зултативният показател е сума или 
разлика от участващите факторни 
променливи, а именно: 

	y мултипликативни – при тях резул-
тативният показател представля-
ва произведение от участващите 
факторни променливи, а именно: 

	y кратни (относителни) – при тях ре-

зултативният показател е частно 

между участващите факторни про-

менливи, а именно:

	y смесени (комбинирани) – предста-
вляват комбинация от адитивните 
или разликовите, мултипликатив-
ните и кратните факторни модели 
и съответно могат да бъдат: мул-
типликативно-кратни, адитивно или 
разликово-кратни, или адитивно или 
разликово-мултипликативно-кратни 
факторни модели.

За количествено определяне на вли-
янията на участващите фактори в ма-
тематически детерминирани фактор-
ни модели са разработени следните 
методи на ДФА: диференциален; коефи-
циентен; на верижните замествания; 
на абсолютните разлики; на относи-
телните разлики; на дяловото участие; 
на просто добавяне на неразложимия 



133

Икономически теории

остатък; на претеглената крайна раз-

лика; логаритмичен; на разделяне на 

прираста на фактори; интегрален и 

индексен. 

Всичките методи на ДФА са под-

робно представени в научната лите-

ратура в областта на икономическия 

анализ. Всеки един от методите на 

ДФА притежава разработена методи-

ка, конкретно приложение, ограничения, 

възможности, предимства и недоста-

тъци. За съжаление, горепосочените 

методи не постигат точност и ед-

нозначност при разпределението на 

т.нар. „неразложим остатък“ между 

индивидуалните количествени влияния 

на факторните променливи върху абсо-

лютното изменение на резултативния 

показател. Този „неразложим остатък“ 

е вследствие на едновременното (съ-

четаното) изменение на факторните 

променливи при съществуването на 

мултипликативен или кратен елемент 

в анализирания факторен модел. 

Възможностите за приложение, пре-

димствата и недостатъците на раз-

личните методи на ДФА по видовете 

факторни модели подробно са описани 

от Митев (Митев, 2020, 2021).

Отскоро е разработен и предста-

вен от автора един нов метод на ДФА, 

който е с наименование усреднен ме-

тод на верижните замествания.

Извършването на динамичен ДФА 

е възможно по метода на верижните 

замествания за всички видове фактор-

ни модели и по интегралния метод за 

мултипликативните факторни модели, 

а също и за силно ограниченият кръг 

адитивно-кратни, за които са разрабо-

тени математическите изрази за оп-

ределяне на индивидуалните факторни 

влияния.

Методът на верижните замества-

ния е приложим за всички видове фак-

торни модели, но той допуска т.нар. 

„стъпаловидно разпределение“ на „не-

разложимия остатък“. При промяна на 

реда на заместване на старите с но-

вите стойности на факторните про-

менливи при построяване на факторни-

те вериги се получават нееднозначни 

резултати за индивидуалните фактор-

ни влияния, което е основният недос-

татък на метода.

Интегралният метод дава точни и 

еднозначни резултати, но единствено 

при мултипликативните факторни мо-

дели. При кратни факторни модели или 

модели, които съдържат кратен еле-

мент в тях, точността на получените 

резултати е силно компрометирана от 

участието на функцията натурален ло-

гаритъм при определяне на влиянието 

на фактора (a) в числителя, а впослед-

ствие и определянето на останалите 

факторни влияния в знаменателя на 

факторния модел (Митев, 2021, с. 132). 
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Практическото приложение на ин-

тегралния метод за извършване на 

динамичен ДФА за мултипликативни 

факторни модели са представени в 

разработките на следните автори: 

С.В. Чеботарев (Чеботарёв, 2001); Е.А. 

Филатов (Filatov, 2013a, 2013b, 2018, 

2021); Е.А. Филатов и Л.Г. Рудых (Filatov 

and Rudykh, 2014, 2020) и М.В. Матвее-

ва и Е.А. Филатов (Matveeva and Filatov, 

2021).

Тук трябва да споменем, че основ-

ната част от икономическите и фи-

нансовите показатели имат кратни 

факторни модели или съдържат кратен 

елемент в тях.

Единственият универсален и точен 

метод на ДФА за определяне на коли-

чественото влияние на участващите 

факторни променливи върху резулта-

тивния показател при наличие на кра-

тен елемент във факторния модел е 

разработеният и представен от ав-

тора. Той е с наименование усреднен 

метод на верижните замествания (Ми-

тев, 2020, 2021).

Математически изрази за 
количествено определяне на 
индивидуалните факторни влияния 
по усреднения метод на верижните 
замествания

На таблица 1 е представена в таб-

личен вид извършената системати-

зация на видовете факторни модели 

(общо 42 бр.) и изведените до момента 

от автора 153 броя математически из-

рази за количествено определяне на ин-

дивидуалните факторни влияния върху 

изменението на резултативния показа-

тел по усреднения метод на верижните 

замествания. Систематизацията на 

математическите изрази е извършена 

по видове факторни модели, а именно: 

мултипликативни; кратни; адитивно 

или разликово-мултипликативни; мул-

типликативно-кратни; адитивно или 

разликово-кратни; адитивно или разли-

ково-мултипликативно-кратни.
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2𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

)   
- 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐 𝑑𝑑
=
𝑎𝑎
∗𝑑𝑑 𝑏𝑏
∗𝑐𝑐

 

 
(b
≠
0;
c≠

0)
 

∆𝑎𝑎 12
(  3𝑑𝑑

0
+
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

+
3𝑑𝑑

1
+
𝑑𝑑 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0
+
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0
+
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

)   
1 12

(      
3𝑎𝑎

1𝑑𝑑
1
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

−
3𝑎𝑎

0𝑑𝑑
0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 1
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

+
3𝑎𝑎

0𝑑𝑑
0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 1
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

−
3𝑎𝑎

1𝑑𝑑
1
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

)       
1 12

(      
3𝑎𝑎

1𝑑𝑑
1
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

−
3𝑎𝑎

0𝑑𝑑
0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 1
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

+
3𝑎𝑎

0𝑑𝑑
0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 1
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

−
3𝑎𝑎

1𝑑𝑑
1
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 1
𝑑𝑑 0
+
𝑎𝑎 0
𝑑𝑑 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

)       
∆𝑑𝑑 12
( 3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

+
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

)  
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𝒂𝒂

∆𝑷𝑷
(𝒂𝒂
)

𝒃𝒃
∆𝑷𝑷

(𝒃𝒃
)

𝒄𝒄
∆𝑷𝑷

(𝒄𝒄
)

𝒅𝒅
∆𝑷𝑷

(𝒅𝒅
)

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎(
𝑏𝑏
+
𝑐𝑐)

 
∆𝑎𝑎 2

( 𝑏𝑏
0
+
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑐𝑐 1
)  

∆𝑏𝑏 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

∆𝑐𝑐 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

− 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎(
𝑏𝑏
−
𝑐𝑐)

 
∆𝑎𝑎 2

( 𝑏𝑏
0
+
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
𝑐𝑐 1
)  

∆𝑏𝑏 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

−∆
𝑐𝑐 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎(
𝑏𝑏
+
𝑐𝑐+

𝑑𝑑)
 

∆𝑎𝑎 2
( 𝑏𝑏

0
+
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
𝑑𝑑 1
)  

∆𝑏𝑏 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

∆𝑐𝑐 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

∆𝑑𝑑 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎(
𝑏𝑏
−
𝑐𝑐−

𝑑𝑑)
 

∆𝑎𝑎 2
( 𝑏𝑏

0
+
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 0

−
𝑑𝑑 1
)  

∆𝑏𝑏 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

−∆
𝑐𝑐 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

−∆
𝑑𝑑 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎(
𝑏𝑏
+
𝑐𝑐−

𝑑𝑑)
 

∆𝑎𝑎 2
( 𝑏𝑏

0
+
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 0

−
𝑑𝑑 1
)  

∆𝑏𝑏 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

∆𝑐𝑐 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

−∆
𝑑𝑑 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎(
𝑏𝑏
−
𝑐𝑐+

𝑑𝑑)
 

∆𝑎𝑎 2
( 𝑏𝑏

0
+
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
𝑑𝑑 1
)  

∆𝑏𝑏 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

−∆
𝑐𝑐 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  

∆𝑑𝑑 2
( 𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1
)  
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аз

и 
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 и

нд
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ид
уа

лн
ит

е 
 

𝒂𝒂
∆𝑷𝑷

(𝒂𝒂
)

𝒃𝒃
∆𝑷𝑷

(𝒃𝒃
)

𝒄𝒄
∆𝑷𝑷

(𝒄𝒄
)

𝒅𝒅
∆𝑷𝑷

(𝒅𝒅
)

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎 𝑏𝑏
∗𝑐𝑐

 
 

(𝑏𝑏
≠
0;
𝑐𝑐≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(
2 𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
+

2 𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
+

1 𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
+

1 𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
) 

1 6 (  
2𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

+
2𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

−
2𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

)   
1 6 (  

2𝑎𝑎
1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

+
2𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

)   
− 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
∗𝑏𝑏 𝑐𝑐

 
 

(𝑐𝑐
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 6
(2
𝑏𝑏 0
+
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
+
2𝑏𝑏
1
+
𝑏𝑏 0

𝑐𝑐 1
) 

∆𝑏𝑏 6
(2
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 0
+
2𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑐𝑐 1
) 

2(
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

6
(1 𝑐𝑐 1

−
1 𝑐𝑐 0
) 

- 

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏
∗𝑐𝑐
∗𝑑𝑑

 
 

(𝑏𝑏
≠
0;
𝑐𝑐≠

0;
 

𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12

(      
3

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0
+

3
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

+
1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0
+

1
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 0
.𝑐𝑐 1
.𝑑𝑑
1

+
3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

−
3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0
−
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1
−
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

−
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0
−
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1
−
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1
−
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1
−
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

)       

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
∗𝑏𝑏
∗𝑐𝑐

𝑑𝑑
 

 
(𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12
(  3𝑏𝑏

0𝑐𝑐
0
+
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
+
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
+
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

𝑑𝑑 0
+

3𝑏𝑏
1𝑐𝑐
1
+
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
+
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1
+
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

𝑑𝑑 1
)   

∆𝑏𝑏 12
( 3𝑎𝑎

0𝑐𝑐
0
+
𝑎𝑎 1
𝑐𝑐 0
+
𝑎𝑎 0
𝑐𝑐 1
+
𝑎𝑎 1
𝑐𝑐 1

𝑑𝑑 0
+

3𝑎𝑎
1𝑐𝑐
1
+
𝑎𝑎 1
𝑐𝑐 0
+
𝑎𝑎 0
𝑐𝑐 1
+
𝑎𝑎 0
𝑐𝑐 0

𝑑𝑑 1
)  

∆𝑐𝑐 12
(  3𝑎𝑎

0𝑏𝑏
0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

𝑑𝑑 0
+

3𝑎𝑎
1𝑏𝑏
1
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

𝑑𝑑 1
)   

3(
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1
)

+𝑎𝑎
1𝑏𝑏
1𝑐𝑐
0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

+𝑎𝑎
1𝑏𝑏
0𝑐𝑐
0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

12
(1 𝑑𝑑 1

+
1 𝑑𝑑 0
) 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
∗𝑏𝑏

𝑐𝑐∗
𝑑𝑑 

 
(𝑐𝑐
≠
0;
𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12
(  3𝑏𝑏

0
+
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
3𝑏𝑏
1
+
𝑏𝑏 0

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

+
𝑏𝑏 0
+
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

+
𝑏𝑏 0
+
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

)   
∆𝑏𝑏 12
( 3𝑎𝑎

0
+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
3𝑎𝑎

1
+
𝑎𝑎 0

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

)  
1 12

(      
3𝑎𝑎

1𝑏𝑏
1
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

0𝑏𝑏
0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
3𝑎𝑎

0𝑏𝑏
0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

−
3𝑎𝑎

1𝑏𝑏
1
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3𝑎𝑎

1𝑏𝑏
1
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

0𝑏𝑏
0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 0

+
3𝑎𝑎

0𝑏𝑏
0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
𝑑𝑑 1

−
3𝑎𝑎

1𝑏𝑏
1
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0
+
𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 1
𝑑𝑑 0

)       
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𝒂𝒂

∆𝑷𝑷
(𝒂𝒂

)
𝒃𝒃

∆𝑷𝑷
(𝒃𝒃

)
𝒄𝒄

∆𝑷𝑷
(𝒄𝒄

)
𝒅𝒅

∆𝑷𝑷
(𝒅𝒅

)

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏

+
𝑐𝑐 

 
(𝑏𝑏

+
𝑐𝑐≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(  

2
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
2

𝑏𝑏 1
+

𝑐𝑐 1
+

1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
1

𝑏𝑏 0
+

𝑐𝑐 1
)   

1 6 (  2𝑎𝑎
1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

−
2𝑎𝑎

1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

)   
1 6 (  2𝑎𝑎

1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

−
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

)   
− 

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏

−
𝑐𝑐 

 
( 𝑏𝑏

−
𝑐𝑐≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(  

2
𝑏𝑏 0

−
𝑐𝑐 0

+
2

𝑏𝑏 1
−

𝑐𝑐 1
+

1
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

+
1

𝑏𝑏 0
−

𝑐𝑐 1
)   

1 6 (  2𝑎𝑎
1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 1

+
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
2𝑎𝑎

1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

−
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

−
𝑐𝑐 0

)   
1 6 (  2𝑎𝑎

1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 1

+
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

−
𝑐𝑐 1

−
2𝑎𝑎

1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
2𝑎𝑎

0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

−
𝑐𝑐 0

)   
− 

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐

 
 

(c
≠

0)
 

∆𝑎𝑎 2
(1 𝑐𝑐 0

+
1 𝑐𝑐 1

) 
1 2(∆𝑏𝑏 𝑐𝑐 0

+
∆𝑏𝑏 𝑐𝑐 1

) 
𝑎𝑎 1

+
𝑎𝑎 0

+
𝑏𝑏 1

+
𝑏𝑏 0

2
(1 𝑐𝑐 1

−
1 𝑐𝑐 0

) 
− 

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
−

𝑏𝑏
𝑐𝑐

 
 

(c
≠

0)
 

∆𝑎𝑎 2
(1 𝑐𝑐 0

+
1 𝑐𝑐 1

) 
𝑏𝑏 0

−
𝑏𝑏 1

2
(1 𝑐𝑐 0

+
1 𝑐𝑐 1

) 
1 2 (  𝑎𝑎 1

+
𝑎𝑎 0

−
𝑏𝑏 1

−
𝑏𝑏 0

𝑐𝑐 1
+

𝑏𝑏 1
+

𝑏𝑏 0
−

𝑎𝑎 1
−

𝑎𝑎 0
𝑐𝑐 0

)   
− 

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐+

𝑑𝑑 
 

(𝑐𝑐
+

𝑑𝑑
≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(  

2
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
2

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
)   

1 6 (  
2∆

𝑏𝑏
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
2∆

𝑏𝑏
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

+
∆𝑏𝑏

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
+

∆𝑏𝑏
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

)   
1 6 [        

2(
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
+𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
−

2(
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
]         

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
) +

( 𝑎𝑎
0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
+𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
−

2(
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
]         
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𝒂𝒂
∆𝑷𝑷

(𝒂𝒂
)

𝒃𝒃
∆𝑷𝑷

(𝒃𝒃
)

𝒄𝒄
∆𝑷𝑷

(𝒄𝒄
)

𝒅𝒅
∆𝑷𝑷

(𝒅𝒅
)

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
−

𝑏𝑏
𝑐𝑐−

𝑑𝑑 
 

(𝑐𝑐
−

𝑑𝑑
≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(  

2
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 0

+
2

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
)   

−∆
𝑏𝑏 6

(  
2

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 0
+

2
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 0

)   
1 6 [        

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
−𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
−𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
−

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 1
]         

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
) +

( 𝑎𝑎
0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
−𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
−𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 1
−

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
]         

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐−

𝑑𝑑 
 

(𝑐𝑐
−

𝑑𝑑
≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(  

2
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 0

+
2

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
)   

∆𝑏𝑏 6
(  

2
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 0

+
2

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
)   

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
) +

( 𝑎𝑎
0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
+𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
−

2(
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
]         

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
) +

( 𝑎𝑎
0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
−𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
+

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 1
−

2(
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
+

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
]         

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
−

𝑏𝑏
𝑐𝑐+

𝑑𝑑 
 

(𝑐𝑐
+

𝑑𝑑
≠

0)
 

∆𝑎𝑎 6
(  

2
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
2

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
)   

−∆
𝑏𝑏 6

(  
2

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 0
+

2
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

+
1

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
+

1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

)   
1 6 [        

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
−𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
−𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
−

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 1
]         

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
) +

( 𝑎𝑎
0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
+𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+𝑑𝑑

0

+
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

( 𝑎𝑎
1
−

𝑏𝑏 1
)

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
−

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
( 𝑎𝑎

0
−

𝑏𝑏 0
)

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
]         

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏

+
𝑐𝑐+

𝑑𝑑 
 

(𝑏𝑏
+

𝑐𝑐+
𝑑𝑑

≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12

(      
3

𝑏𝑏 0
+

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 0
+

3
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

+
1

𝑏𝑏 1
+

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 0
+

1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
+

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
+

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

+
3.

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

−
3.

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

−
3.

𝑎𝑎 1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 1
+

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 0

+
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

)       
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𝒂𝒂

∆𝑷𝑷
(𝒂𝒂
)

𝒃𝒃
∆𝑷𝑷

(𝒃𝒃
)

𝒄𝒄
∆𝑷𝑷

(𝒄𝒄
)

𝒅𝒅
∆𝑷𝑷

(𝒅𝒅
)

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏
−
𝑐𝑐−

𝑑𝑑 
 

(𝑏𝑏
−
𝑐𝑐−

𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12

(      
3

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
+

3
𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1

+
1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
+

1
𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0
−

3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
)       

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏
−
𝑐𝑐+

𝑑𝑑 
 

(𝑏𝑏
−
𝑐𝑐+

𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12

(      
3

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0
+

3
𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1

+
1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0
+

1
𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0
−

3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 1
−
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
−
𝑐𝑐 1
+
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
−
𝑐𝑐 0
+
𝑑𝑑 0
)       

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
𝑏𝑏
+
𝑐𝑐−

𝑑𝑑 
 

(𝑏𝑏
+
𝑐𝑐−

𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 12

(      
3

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
+

3
𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1

+
1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
+

1
𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
+

1
𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0
−

3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
)       

1 12

(      
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0

+
3.
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−
3.
𝑎𝑎 1
+
𝑎𝑎 0

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 0
+
𝑐𝑐 1
−
𝑑𝑑 0

+
𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 1
−

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

𝑏𝑏 1
+
𝑐𝑐 0
−
𝑑𝑑 0
)       
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𝒂𝒂
∆𝑷𝑷

(𝒂𝒂
)

𝒃𝒃
∆𝑷𝑷

(𝒃𝒃
)

𝒄𝒄
∆𝑷𝑷

(𝒄𝒄
)

𝒅𝒅
∆𝑷𝑷

(𝒅𝒅
)

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
+
𝑏𝑏+

𝑐𝑐
𝑑𝑑

 
 

(𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

∆𝑏𝑏 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

∆𝑐𝑐 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 0

+
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑐𝑐 1

2
(1 𝑑𝑑 1

−
1 𝑑𝑑 0
) 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
−
𝑏𝑏−

𝑐𝑐
𝑑𝑑

 
 

(𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

−∆
𝑏𝑏 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

−∆
𝑐𝑐 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 0

−
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
𝑐𝑐 1

2
(1 𝑑𝑑 1

−
1 𝑑𝑑 0
) 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
+
𝑏𝑏−

𝑐𝑐
𝑑𝑑

 
 

(𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

∆𝑏𝑏 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

−∆
𝑐𝑐 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 0

+
𝑏𝑏 1

−
𝑐𝑐 0

−
𝑐𝑐 1

2
(1 𝑑𝑑 1

−
1 𝑑𝑑 0
) 

𝑃𝑃
=
𝑎𝑎
−
𝑏𝑏+

𝑐𝑐
𝑑𝑑

 
 

(𝑑𝑑
≠
0)

 

∆𝑎𝑎 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

−∆
𝑏𝑏 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

∆𝑐𝑐 2
(1 𝑑𝑑 0

+
1 𝑑𝑑 1
) 

𝑎𝑎 0
+
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 0

−
𝑏𝑏 1

+
𝑐𝑐 0

+
𝑐𝑐 1

2
(1 𝑑𝑑 1

−
1 𝑑𝑑 0
) 
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𝒂𝒂

∆𝑷𝑷
(𝒂𝒂

)
𝒃𝒃

∆𝑷𝑷
(𝒃𝒃

)
𝒄𝒄

∆𝑷𝑷
(𝒄𝒄

)
𝒅𝒅

∆𝑷𝑷
(𝒅𝒅

)

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
+

𝑏𝑏
𝑐𝑐∗

𝑑𝑑 
 

(𝑐𝑐
≠

0;
 𝑑𝑑

≠
0)

 

𝛥𝛥𝛥𝛥 6
(

2
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0
+

2
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
1
+

1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

+
1

𝑐𝑐 1
.𝑑𝑑

0) 

𝛥𝛥𝛥𝛥 6
(

2
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0
+

2
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
1
+

1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1
+

1
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
0) 

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
) +

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
1

−
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0

+
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0

−
2(

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
) +

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

]         
1 6 [        

2(
𝑎𝑎 1

+
𝑏𝑏 1

) +
𝑎𝑎 0

+
𝑏𝑏 0

𝑐𝑐 1
.𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0

+
2(

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
0

−
2(

𝑎𝑎 1
+

𝑏𝑏 1
) +

𝑎𝑎 0
+

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

]         

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
−

𝑏𝑏
𝑐𝑐∗

𝑑𝑑 
 

(c
≠

0;
 d

≠
0)

 

𝛥𝛥𝛥𝛥 6
(

2
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0
+

2
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
1
+

1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

+
1

𝑐𝑐 1
.𝑑𝑑

0) 

−𝛥𝛥
𝛥𝛥 6

(
2

𝑐𝑐 0
.𝑑𝑑

0
+

2
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
1
+

1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

+
1

𝑐𝑐 1
.𝑑𝑑

0) 

1 6 [        
2(

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
) +

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
1

−
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0

+
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
0

−
2(

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
) +

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

]         
1 6 [        

2(
𝑎𝑎 1

−
𝑏𝑏 1

) +
𝑎𝑎 0

−
𝑏𝑏 0

𝑐𝑐 1
.𝑑𝑑

1

−
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
0

+
2(

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
) +

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

.𝑑𝑑
1

−
2(

𝑎𝑎 1
−

𝑏𝑏 1
) +

𝑎𝑎 0
−

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

.𝑑𝑑
0

]         

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
∗𝑏𝑏

𝑐𝑐+
𝑑𝑑 

 
(c

+
d

≠
0)

 

𝛥𝛥𝛥𝛥 12
(  3.

𝑏𝑏 0
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑏𝑏 1
+

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

+
𝑏𝑏 0

+
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 1
+

𝑏𝑏 0
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

)   
𝛥𝛥𝛥𝛥 12

( 3.
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 0
+

𝑑𝑑 0
+

3.
𝑎𝑎 1

+
𝑎𝑎 0

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 1
+

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 1
+

𝑑𝑑 0
)  

1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

−
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 0

+
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

+
𝑑𝑑 0

)       

𝑃𝑃
=

𝑎𝑎
∗𝑏𝑏

𝑐𝑐−
𝑑𝑑 

 
(c

−
d

≠
0)

 

𝛥𝛥𝛥𝛥 12
(  3.

𝑏𝑏 0
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑏𝑏 1
+

𝑏𝑏 0
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 1

+
𝑏𝑏 0

+
𝑏𝑏 1

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 1
+

𝑏𝑏 0
+

𝑏𝑏 1
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 0

)   
𝛥𝛥𝛥𝛥 12

( 3.
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 0
−

𝑑𝑑 0
+

3.
𝑎𝑎 1

+
𝑎𝑎 0

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 1
+

𝑎𝑎 0
+

𝑎𝑎 1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 1

+
𝑎𝑎 0

+
𝑎𝑎 1

𝑐𝑐 1
−

𝑑𝑑 0
)  

1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 0

+
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 0

−
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 0

−
𝑑𝑑 1

)       
1 12

(      
3.

𝑎𝑎 1
𝑏𝑏 1

+
𝑎𝑎 0

.𝑏𝑏
0
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+

𝑎𝑎 0
.𝑏𝑏

1
𝑐𝑐 1

−
𝑑𝑑 1

−
3.

𝑎𝑎 0
𝑏𝑏 0

+
𝑎𝑎 1

.𝑏𝑏
1
+

𝑎𝑎 1
.𝑏𝑏

0
+
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Разчленяване на анализирания 
период на подпериоди

Анализираният период се разчленява 
на съдържащите се в него подпериоди. 
Изменението на резултативния показа-
тел през анализирания период е предста-
вено чрез израза:

Pt = P0, P1, P2, ... ,Pn, 	 (1)

където: Pt е стойност на резултатив-
ния показател за момент t, t = 0,1,2, ..., T ;

P0 и Pn са съответно: стойност на ре-
зултативния показател в начало и край 
на анализирания период;

P0 и P1 са съответно: стойността на 
резултативния показател в начало и край 
на първия подпериод;

P1 и P2 са съответно: стойността на 
резултативния показател в начало и край 
на втория подпериод;

Pt–1 и Pt са съответно: стойността на 
резултативния показател в начало и край 
на t-тия подпериод;

T е броят на подпериодите в анализи-
рания период.

Измененията на резултативния пока-
зател (ΔP) и на участващите факторни 
променливи (Δa, Δb, ...) през анализирани-
те подпериоди може да се представят 
чрез следните изрази:

	 (2)

	 (3)

	 (4)

	 (5)

където: t е индексът на t-тата стой-
ност на резултативния показател и на 
участващите факторни променливи във 
времето, t = 0,1,2, ..., T;

t0 и tT са съответно: началото и краят 
на целия анализиран период;

tt–1 и tt са съответно: началото и кра-
ят на t-тия подпериод.

Индексът на t-тия подпериод заема 
стойности от 1 до T (t = 1,2,3, ..., T).

Оттук лесно може да се извърши ди-
намичен ДФА на резултативния показа-
тел за целия период и по отделни подпе-
риоди.

Динамичен ДФА на нетната 
рентабилност на приходите от 
продажби на „Монбат“ АД за 
периода 2017 ÷ 2021 г.

Показателят нетна рентабилност на 
приходите от продажби (PRS) има след-
ния детерминиран факторен модел:

	 (6)

където: NFRt е нетният финансов ре-
зултат за периода t, хил. лв.;

NSRt – нетните приходи от продажби 
за периода t, хил. лв.

Математическите изрази за опреде-
ляне на индивидуалните факторни вли-
яния на двуфакторния кратен модел на 
нетната рентабилност на приходите от 
продажби, представени в таблица 1, се 
преобразуват в следния вид:

	y за фактора нетен финансов резултат 
(NFR): 

	 (7)

	y за фактора нетни приходи от продаж-
би (NSR):

	 (8)

Необходимите данни за извършване 
на динамичен ДФА на рентабилността 
на приходите от продажби на „Монбат“ 
АД за периода 2017÷2021 г. са със сво-
боден достъп и са взети от консолиди-
раните годишни финансови отчети на 
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предприятието, налични на сайта на Бъл-
гарска фондова борса (www.bse-sofia.bg).

Входящите данни и получените резул-
тати от извършения динамичен ДФА на 

показателя нетна рентабилност на при-
ходите от продажби на „Монбат“ АД за 
периода 2017÷2021 г. са представени в 
таблица 2.

Таблица 2. Входящи данни и получени резултати от извършения детерминиран факторен 
анализ на показателя нетна рентабилност на приходите от продажби на „Монбат“ АД  

за периода 2017÷2021 г.

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = NFR𝑡𝑡
NSR𝑡𝑡

𝜺𝜺𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡
 

Извършената проверка за точността на изчислителните процедури е задължителна и тя включва 

сравняване на абсолютното изменение на резултативния показател дали е равно на сумата от двете 
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Извършената проверка за точността 
на изчислителните процедури е задължи-
телна и тя включва сравняване на абсо-
лютното изменение на резултативния 
показател дали е равно на сумата от 
двете факторни влияния. Проверката 
по отношение на относителната греш-
ка се получава при сравняване на отно-
сителното изменение на резултативния 

показател дали е равно на сумата от 

двете относителни факторни влияния. 

Получените абсолютна и относителна 

грешки през анализираните периоди са 

равни на нула, както се вижда от таб-

лица 2. Това потвърждава точността, с 

която се характеризира усредненият ме-

тод на верижните замествания.
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Фигура 1. Стойности на нетната рентабилност на приходи от продажби по подпериоди 
и за целия анализиран период
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Фигура 2. Количествени влияния на нетния финансов резултат и на нетните приходи 
от продажби върху изменението на показателя нетна рентабилност на приходите от 

продажби на „Монбат“ АД по подпериоди и за целия период
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Стойностите на нетната рентабил-
ност на приходите от продажби (NRSt) 
през отделните подпериоди и за целия 
период е представено на фигура 1.

На фигура 2 са представени количест-
вените влияния на факторите нетен фи-
нансов резултат и нетни приходи от про-
дажби върху абсолютното изменение на 
резултативния показател – нетна рен-
табилност на приходите от продажби по 
подпериоди и за целия период.

На основата на резултатите, пред-
ставени в таблица 1 и фигура 2, могат 
да се формулират подробни изводи както 
за целия анализиран период, така и по от-
делните подпериоди в него.

Заключение

Резултатите от извършения дина-
мичен ДФА на нетната рентабилност 
на приходите от продажби на „Монбат“ 
АД за периода 2017 ÷ 2021 г. безусловно 
подчертават лесната приложимост и 
универсалност на усреднения метод на 
верижните замествания за целите на из-
готвяне на динамичен ДФА на съставни 
икономически, финансови и други пока-
затели. Това е единственият точен ме-
тод, който е приложим за детерминирани 

кратни факторни модели или такива, съ-

държащи кратен елемент в тях.

За избягване на изчислителни грешки 

е задължително да се извърши проверка 

на точността на получените абсолют-

ни и относителни факторни влияния на 

участващите факторни променливи, 

като тяхната сума трябва да е равна 

съответно на абсолютното и на отно-

сителното изменение на резултативния 

показател.

При динамичния ДФА по усреднения 

метод на верижните замествания аб-

солютните и относителните грешки са 

нула. Това потвърждава точността на 

усреднения метод на верижните замест-

вания.

Усредненият метод на верижните за-

мествания е лесно приложим при извърш-

ване на динамичен ДФА на всички видове 

математически детерминирани фактор-

ни модели. Неговата универсалност, точ-

ност и еднозначност дават неограниче-

на възможност за широко приложение при 

извършване на динамичен ДФА на всички 

видове математически детерминирани 

факторни модели.
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Dynamic Deterministic Factor Analysis Using the Averaged Chain 
Substitution Method

Veselin Mitev

Abstract: This article presents the applicability of the averaged chain substitution method 
for performing dynamic deterministic factor analysis. The averaged chain substitution method 
is the only universal and accurate method for deterministic factor analysis of multiple factor 
models and of factor models containing a multiple element. The author’s previous and new 
mathematical expressions for the quantitative determination of the individual factor influences 
of the participating factor variables over the variation of their result indicator for all types of 
deterministic factor models containing up to four factor variables are systematized by types 
of factor models in tabular form. The purpose of this article is to reveal the applicability and 
accuracy of the averaged chain substitution method for the needs of dynamic deterministic 
factor analysis.

Key words: quantitative methods, dynamic deterministic factor analysis, averaged chain 
substitution method.
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